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0. INLEIDING 
0.1. Het onderzoeksproject 
In 1979 is een samenwerkingsproject gestart tussen de vakgroep Hydraulica 
en Afvoerhydrologie van de Landbouwhogeschool, de afdeling Milieuhydrody-
namica van het Waterloopkundig Laboratorium, en het Limnologisch Instituut 
te Oosterzee. Het samenwerkingsproject omvat studies van waterbalans, stro-
mingsprocessen en waterkwaliteit met betrekking tot het Tjeukemeer (Fries-
land) . 
0.2. Situatieschets 
Het Tjeukemeer is een onderdeel van de Friese boezem, waarop het water-
transport afhankelijk is van het seizoen. In tijden van watertekort wordt 
IJsselmeerwater op de Friese boezem ingelaten, dat via de Follegasloot in 
het Tjeukemeer komt en vandaar verder in de Friese boezemwateren. Tijdens 
wateroverschotten is de stromingsrichting precies andersom en wordt over-
tollig polderwater via de boezem geloosd op het IJsselmeer. De periode van 
watertekort loopt globaal van april t/m september, die van wateroverschot 
van oktober t/m maart (fig. 0.2). 
Aangezien het IJsselmeerwater een hoger chloridegehalte heeft dan het pol-
derwater, bestaat er een periodieke fluctuatie van het Cl -gehalte op het 
Tjeukemeer. In de droge periode loopt dit gehalte op van ± 50 mg/liter tot 
± 250 mg/liter, om vervolgens in de natte periode weer af te nemen tot 
± 50 mg/liter (fig. 0.1). 
Het Limnologisch Instituut te Oosterzee voert routinematig chlorideanalyses 
uit van 10 monsterpunten verspreid over het meer (fig. 0.2). 
Het chloride is een uitermate geschikte natuurlijke "tracer" om stromings-
processen, waartoe ook de menging gerekend moet worden, te onderzoeken. 
In dit onderzoek is uitsluitend horizontale menging onderzocht. Gezien de 
geringe diepte van gemiddeld 1.8 m is aangenomen dat het water overal ho-
mogeen gemengd is over de verticaal. Het oppervlak van het meer bedraagt 
20 km2. 
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0.3. Indeling rapport 
In hoofdstuk 1 wordt kort ingegaan op menging in het algemeen en een dimen-
sieanalyse van het mengingsproces in het Tjeukemeer. In hoofdstuk 2 wordt 
een analytisch model ontwikkeld, gebaseerd op een asymptotische rekentech-
niek. In dit hoofdstuk wordt tevens een relatie gelegd met een model van 
instantane menging. In hoofdstuk 3 wordt een numeriek model ontwikkeld, 
waarin de diffusiecoëfficiënt tenslotte gecalibreerd is met de werkelijke 
gegevens van 1971. Het rapport wordt afgesloten met een samenvatting, con-
clusies en aanbevelingen in hoofdstuk 4. 
Bij het analytische en numerieke model is het meer geschematiseerd tot een 
rechte bak, waardoor een ééndimensionale beschrijving mogelijk is. 
Dit onderzoek is uitgevoerd door ir. J.D. Leenen, gesteund door ir. J.H.G. 
Verhagen van het Waterloopkundig Laboratorium, die als buitengewoon mede-
werker aan de vakgroep verbonden is. 
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HET MENGINGSPROCES 
1.1. Algemeen 
De massabalans van een in water opgeloste stof en het transport op een 
meer, vereist kennis van het stromingsproces in 3 dimensies. Bestaande 
wiskundige modellen maken gebruik van eindige differentie- of eindige 
elementenmethoden om de partiële differentiaalvergelijkingen waarmee het 
stromingsproces beschreven wordt, op te lossen £5J. Door het ontbreken 
van voldoende veldgegevens is calibratie van het model meestal een moei-
lijke zaak. 
In het geval van laminaire stroming volgen de vloeistofpakketjes banen 
die evenwijdig zijn aan de stroomrichting. Het transport van de deeltjes 
die met deze stroom meegevoerd worden, wordt convectief transport genoemd. 
Naast dit convectieve transport kan er op moleculair niveau een diffusief 
transport bestaan indien er een concentratiegradiënt bestaat. In een niet-
stromende vloeistof is dit moleculair diffusieve transport het enige trans-
por tmechanisme. Een simpel voorbeeld hiervan is een wolkje melk dat zich 
verspreid in een emmer water. 
De wiskundige formulering voor de ééndimensionale moleculaire diffusie 
luidt 
9x 
D stelt hierin de diffusiecoëfficiënt voor met dimensie [LT J. 
Door toevoeging van een convectieve term met stroomsnelheid u (niet plaats-
afhankelijk), ontstaat de ééndimensionale convectie-diffusie vergelijking 
| £ + U | £ _ D ^ = o (1-2) 3t 9x ,. I 9x 
In het geval van turbulente stroming bevat de stroomsnelheid onregelmatige 
fluctuaties in richting en grootte met gemiddelde nul, die gesuperponeerd 
gedacht kunnen worden op de gemiddelde stroming. Het transport t.g.v. deze 
fluctuaties wordt het turbulent diffusief transport genoemd. Onder convec-
tief transport wordt in dit geval de meevoering in de tijdsgemiddelde stro-
mingsrichting verstaan, indien die althans gedefinieerd kan worden. 
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Men kan de turbulente beweging van water opgebouwd denken uit wervelbewe-
gingen van verschillende grootte-orde. Deze grootte-orde kan lopen van 
ca. 1 mm tot een zekere karakteristieke afmeting van het systeem dat be-
schouwd wordt. Hieruit volgt dat het onderscheid tussen turbulent diffu-
sief en convectief transport afhankelijk is van de lengteschaal waarop 
men de stroming beschrijft. Een zeer grote turbulente wervel zal bij de 
beschrijving van diffusie op een veel kleinere schaal als convectieve stro-
ming gekenmerkt worden. 
De wiskundige formuleringen van het turbulent transport voeren te ver om 
hier volledig behandeld te worden. De geïnteresseerde lezer wordt hiervoor 
verwezen naar f7j. Van belang is dat er een analoge vergelijking afgeleid 
kan worden als bij de moleculaire diffusie (1-2). De turbulente diffusie-
coëfficiënt wordt in het Engels wel "eddy-diffusivity" genoemd. Deze is 
een kunstmatige rekengrootheid, waarmee de effecten van turbulentie al dan 
niet betrouwbaar worden weergegeven. De moleculaire diffusie is altijd 
klein ten opzichte van de effecten van turbulente diffusie. 
Op meren is naast dichtheidsverschilleri de wind de enige drijvende kracht 
in het mengingsproces. In een ondiep meer als het Tjeukemeer is de wind 
zelfs het enige mengingsmechanisme (uiteraard gesuperponeerd op de hoofd-
stroom) . We kunnen ons op een dergelijk meer een grootste wervel denken 
met een lengteschaal gelijk aan die van het meer zelf. Door op deze lengte-
schaal het transport in het meer te beschouwen, kan dus van diffusief 
transport gesproken worden. (In de literatuur wordt deze vorm van transport 
vaak met dispersie aangeduid.) Dit transport kan beschreven worden met een 
horizontale diffusiecoëfficiënt. Een indruk omtrent de grootte hiervan kan 
verkregen worden uit een dimensieanalyse van het systeem. 
1.2. Dimensieanalyse 
Bij een dimensieanalyse dient een karakteristieke lengte-, tijd- en 
snelheidschaal gedefinieerd te worden. Deze schalen moeten aan het systeem 
en de erin optredende processen ontleend worden. 
In eerste benadering wordt verondersteld dat het transport van de hoofd-
stroom verwaarloosbaar is ten opzichte van het diffusief transport, dat 
ééndimensionaal beschreven wordt met 
H-°7f-0 (1-3) 
9x 
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Dimensioneel kan (1-3) geïnterpreteerd worden als 
-rp ^  D -y (1-4) 
L 
waarin Ac een karakteristiek concentratieverschil voorstelt. Het slangetje 
<\> heeft de betekenis "van dezelfde grootte-orde als". In de werkelijke 
waarde mag nog een afwijking bestaan tot een factor 5 verschil. T is de 
tijdschaal van het diffusieproces en L stelt de lengteschaal voor. 
Uit (1-4) volgt 
L2 
D *±- (1-5) 
We hebben hier een probleem met een opgelegde lengteschaal, ni. de afme-
ting van het meer. Voor L mag de wortel uit het oppervlak genomen worden, 
omdat het meer naar alle kanten ongeveer even groot is, dus 
L = / 20 km2 = 4.5 x 103 m (1-6) 
De tijdschaal T is vooralsnog onbekend. We kunnen (1-5) in iets andere ge-
daante schrijven 
L D o, - . L 
ofwel 
D ^ U . L (1-7) 
waarin U de snelheidsschaal voorstelt. Het kiezen van deze snelheidsschaal 
is niet eenvoudig. Men moet echter bedenken dat de wind de enige drijvende 
kracht in het mengingsproces is. De wind oefent een schuifspanning uit aan 
het wateroppervlak, waardoor de watermassa in beweging komt. Deze schuif-
spanning hangt als volgt samen met de windsnelheid. 
TT 2 T = C, . p.. . U 
s d 1 w 
De evenredigheidsconstante c wordt de "drag"-coëfficiënt genoemd, p is 
de soortelijke massa van lucht en U de windsnelheid. J
 w 
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De enige snelheidsschaal die gedefinieerd kan worden met behulp van de be-
* kende grootheden is de schuifspanningssnelheid u 
T 
u* = / — (1-9) 
P 
w 
waarin p de soortelijke massa van water voorstelt, 
w J 
Een moeilijkheid is dat deze snelheidsschaal, in tegenstelling tot de 
lengte- en tijdschaal niet fysisch geïnterpreteerd kan worden. Het kiezen 
van een andere snelheidsschaal is hier echter niet mogelijk. 
Substitutie van (1-8) in (1-9) geeft 
*
 p1 
u = U . /( C j . — ) (1-10) 
w d p 
w 
Volgens Bengtsson [8J mag voor kleine meren een gemiddelde drag-coëfficiënt 
-3 
van 1.0 x 10 aangehouden worden, bij een windsnelheid van 5 m/sec. Met 
p, = 1.3 kg/m3 en p = 1.0 x 103 kg/m3 geeft (1-10) 
I w 
u* = U /l.3 x 10~6 
w 
= 1.14 x 10"3 U 
w 
Met een gemiddelde windsnelheid van 5 m/sec wordt aldus voor u gevonden 
u* = 5.7 x 10~3 m/sec (1-11) 
Tenslotte geeft substitutie van (1-6) en (1-11) in (1-7) 
D 'v, 25 m2/sec (1-12) 
Deze dimensionele schatting (1-12) geeft dus de grootte-orde van de hori-
zontale diffusiecoëfficiënt t.g.v. wind. Het zal later blijken dat deze 
schatting een factor 2 te hoog is ten opzichte van de waarde waarop het 
numerieke model gecalibreerd werd. 
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2. HET ANALYTISCHE DISPERSIEMODEL 
Het model is opgesteld voor de situatie als weergegeven in figuur 2.1 
2.1. Basisvergelijkingen 
Uitgegaan wordt van de ééndimensionale diffusievergelijking 
9 c 9 c 9u
 n 8 c _ n 
_ _ + u _ _ + c _ D _ = o 
3t 3x 9x . 2 
9x 
(2-0) 
De term c -r— kan hierin verwaarloosd worden, omdat u onafhankelijk van x wordt 
oX 
verondersteld. 
(2-0) wordt dan 
|£
 + u |£ - D i* = o 9t 9x ,2 9x (2-1) 
De volgende randvoorwaarden kunnen worden opgesteld. 
V O
°
r Q
 " ° Q nr^ï 
Ä Ci = U Cx=0 - D(-9Ï)x=0 
(a) 
—y , 
continuïteit in massatransport op x = 0 
u . c = Y . c - D(—) 
x=L A u 9x x=L 
_/ 
, _—y^ — 
c o n t i n u ï t e i t i n m a s s a t r a n s p o r t op x = L 
/ 9 c \ rv 
aanname c = c
 T •> (.-r—) _ = 0 u x=L 9x x=L (b ) 
Voor Q < 0 
f- c = u c - D(—) 
A u x=L 9x x=L ( c ) 
" V 
c o n t i n u ï t e i t m a s s a t r a n s p o r t op x = L 
U . C _ = x- C. - D(—) _ 
x=0 A i 9x x=0 
-V"- V 
continuïteit massatransport op x = 0 
9c 
uit c. = c volgt (—) _ = 0 (d) ï x=0 9x x=0 
N.B.: c. en c ziin nu concentraties van respectievelijk 
ï u 
uitlaat- en inlaatwater. 
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Integratie van (2-1) over L levert: 
n x=L 
/L £ dx
 + o 9t UC - D -r— 3x 
= 0 
x=0 
of ƒ — dx + uc - uc - D(—)
 T + D(—) _ = 0 o 3t x=L x=0 3x x=L 9x x=0 
Met de randvoorwaarden a t/m d volgt: 
Q > 0 (b) -*- fL | £ dx + uc
 T - u c _ + D Ä . = 0 
o 3t x=L x=0 3x x=0 
•-ht 
f N ,L 3 c , Q Q -
met (a) -> ƒ — dx + f- c _ - f- c . = 0 
o 3t A x=L A l 
of / L | £ dx + ^ ( c
 T - c . ) = 0 (2-2) 
o 3t A x=L l 
Q < 0 (d) •+ JL If- dx + uc _T - uc _n - D( |£) _ 
o 3t x=L x=ü 3x x=L 
, .
 r L 3 c , Q Q 
met ( c ) ^ / - r — d x + Y - c - x c n o 3t A u A x=0 
°
f
 o'" f dx + I (cu - W » ° (2"3) 
2.2. Tijdschalen, dimensieloze vergelijkingen 
Vergelijking (2-1) zal in het volgende via een zogenaamde asymptotische 
rekentechniek opgelost worden. Het is hierbij noodzakelijk enig idee van 
het eindresultaat te hebben, omdat hiervan bij het kiezen van schaalgroot-
heden gebruik gemaakt moet worden, zoals uit het volgende blijkt. 
Als karakteristieke schalen worden gedefinieerd: 
. Lengteschaal L -> x = £-
— c 
. Concentratieschaal c. -> c = — ï c 
. Er zijn 3 tijdschalen, nl.: 
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. verblijftijd 
. tijdschaal waarin Q van richting verandert 
. mengtijd 
Stel dat de eerste twee tijdschalen van dezelfde grootte-orde zijn en 
noem dit de karakteristieke tijdschaal T. Dan wordt t = — . 
De mengtijd T is veel kleiner dan T: T « T. 
Noem 7J7 = e, dan e << 1. 
(Voor de Tjeukemeersituâtie, zoals in de inleiding beschreven, zijn deze 
tijdschalen alleszins redelijk). „ 
. Schaal voor de dispersiecoëfficiënt D: *• D = —*• 
T
 L 2 
. Schaal voor Q is —~ >• Q = -fcr-
1 AJ-i 
Uit het voorgaande volgt: 
c = c . c. 
ï 
u = | • Q 
x = x . L 
t = T . t 
D 
Alle termen van vergelijking (2-1) worden nu dimensieloos gemaakt, door op 
de nieuwe variabelen, volgend uit de karakteristieke schalen, over te gaan. 
9c _ 9c _ 9c dx _ i _9_£ 
9x i 9x i .— * dx L " »— 
9x 9x 
92c
 = _9_ / i jta = j>_ .fi _9c. che = ^i _9_jT 
9x 2 " 9X L 9x = 9ÏÏ L 9x" " d x " L 2 ' 9x2 
9c _ 9c _ 9c dt _ 9c 1 _ i 9c 
It • Ci "St = °i -= • dt • Ci •
 9 l • T - T -= 
subst. in (2-1) 
97 T 
c. 
ï - ^ - ^ . D 
9Ï T 
c. 
ï 
9x2 
= 0 
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Vermenigvuldigen met T: 
— — e —2 
3t ax ax 
(2-4) 
Stel c(x,t) = c (x,t) + E Cj(x,t) + 0(e ) 
-— ac 
dC _ O 
al al 
+ E 
3e o 
3x 3x 
+ E 
3c. 
3t 
3c. 
ax 
327 
2- 2-3 c 3 c, 
+ e —x— 
3x 3x ax 
verwaarloos 0(E ) 
subst. in (2-4) 
3c ac. 
o 1 
+ E 
at at 
— 
+ Q 
.* — 
3c 3c, 
o ^ 1 
+ E 
3x 3x 
— 
D 
— — 
r .2- „2- -i 
3 c 3 c, 
° ^  ! 
-2 ' E -2 
_ 3x 3x 
= o 
3c 3c, 
- £ + E — U Q 
3t at 
3c 3c 
° . ° + e 
3x ax 
2— 2— 
n 8 c 9 c, 
^ - ^ - D - ^ i - 0 
e „—2 „—2 
ax 3x 
Vermenigvuldigen met E 
3c" . 3c", 3c" „ 3c" 
° . 2 1 , — o — 2 o 
E + E + Q E + Q E -
3t at ax ax 
32c 
' ° r2° ' 
3x 
= o (2-5) 
Randcöndities: 
De randcöndities (a) t/m (d) dienen dimensieloos gemaakt te worden 
Q > 0 (a) -* Q (1 - c_=0) - - D (^ = 0 (e) 
3x 
(b) - (~) j = 0 
ax 
— (f) 
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Q < O (O + Q <cu - - , ) = - D (%_-1 — (g) 
9x 
<*>- (%x=0 = ° 9x (h) 
Uitgeschreven t/m 0(e) zien de randcondities er als volgt uit 
Q > 0 1 - c - c, + 0(e ) 
o 1 x=0 - D 
9c 9c, _ 
_ ^ + e _ L + o(e2) 
•9x 9x 
x=0 — (p) 
9c 9c,
 0 
__?.+
 e _ l + o(e2) 
9x 9x 
= 0 (q) 
x=l 
Q < 0 c - c - ec. + 0(e ) 
u o 1 x=l = - D 
9c 9c,
 0 
_ü
 + e _ l + 0 ( e 2 ) 
J-9x 9x 
x=l (r) 
9c 9c, „ 
_J1+ e _ L + o(e2) 
•3x 9x 
= 0 (s) 
Jx=0 
2.3. Nulde orde oplossing 
De nulde orde oplossing van (2-5) wordt gevonden door in (2-5) alleen de ter-
2 
men van de eenheidsorde mee te nemen. Termen van 0(e) en 0(e ) worden ver-
waarloosd. Dit geeft 
9c 
9x 
= 0 
ofwel 
9c 
9x 
= 0 (2-5 a) 
De algemene oplossing van (2-5 a) luidt 
c = c (t) + a x 
o o 
De constante a kan bepaald worden met de nulde orde randcondities die uit (p) 
t/m (s) volgen. Daartoe worden weer alleen de termen van eenheidsorde meege-
2 
nomen en die van 0(e) en 0(e ) verwaarloosd. 
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Nulde orde randcondities: 
Q > 0 1 - c s=0 = -D 
8c i 
o 
8x Jx=0 
(t) 
9c 
8x 
= 0 
x=l 
(u) 
Q < 0 c - c x=l • " D 
•8 c 
L3x Jx=l 
(v) 
8c 
8x 
= 0 
x=0 
(w) 
Uit (u) en (w) volgt dat a = 0, dus de nulde orde oplossing van (2-5) luidt 
c = c (t) 
o o 
Oplossing nulde orde benadering uit geïntegreerde vergelijkingen (2-2) en 
(2-3). Deze vergelijkingen worden daartoe eerst in de eenheidsvariabelen 
overgeschreven. 
8c i 8c 
8 t
"
T
 St" 
dx = L dx 
->-
• 
T 9 C 
J "äT~ d x = 
O ót 
c = "c~(t) 
, c . 8c 
,\ 1 o 
°
 T
 at 
L dx 
> -y 
, c. de c. . L de , c. . L de 
°
 T
 dl T dl° T dt 
C
 •
 Co -* A (Cx=L - ci) = | Q (co - c. - c.) 
c.L de T _ _ 
•*• (2-2) wordt dan: -^- — - + Q ( C . c. - c.) = 0 
T
 d- T O I L 
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Dus voor: 
Q > 0 — - + Q (c - 1) = 0 (2-6) 
dt 
1 d(ên - O 
- ^ . 2__ + Q(t) = 0 
(c - 1) dt 
o 
ln(c - 1) + ƒ Q dt = In ß 
(c - 1) = g e"*** 
o 
Op analoge wijze kan voor (2-3) worden afgeleid: 
de _ _ 
Q < 0 — - + Q ( c - c ) = 0 (2-7) 
,— u o dt 
Uit (2-7) volgt (ë _ c ) - y e / Q d t 
3 en y zijn nader te bepalen integratieconstanten. 
2.4. Eerste orde oplossing 
2, Voor de eerste orde benadering worden in (2-5) alle termen van 0(e ) ver-
waarloosd. Omdat reeds gesteld was 
32ëo 
__? = 0 b l i j f t dan over: 
9x 
9c" 9c" 9 c, 
e _ i l + Q e _ ° - D e — 1 = 0 
9t 9x 9x 
ofwel _ _ o_ 
9c _ 9c _ 3 c . 
_ °
 + Q _ ° _ _ D _ _ L = 0 (2-5 b) 
9t 9x 9x 
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De eerste orde randcondities, volgend uit (p) t/m (s) zijn 
Q > 0 e Q 
K=0 
- e D 
3c, 
9x x=0 
(k) 
3c, 
3x 
= 0 
x=l 
(1) 
Q < 0 
- e Q - = - e D x=l 
3c, 
3x x=l 
(m) 
3c, 
3x 
= 0 
x=0 
— (n) 
Er was bij de nulde orde benadering reeds gevonden dat c c (t), dus 
o 
3x 
= 0. 
(2-5 b) gaat daarmee over in 
3c 32c, 
— ° - D > 
3t 3x2 
92 
c, i de 1 1 o 
3x D dt 
(2-7 a) 
De algemene oplossing van (2-7 a) luidt: 
de -2 _ _ _ _ 
c (x,t) = — ^ . ^ - + c (t) + c (t) . x 
1
 dt 2D 1A 1B 
(2-8) 
M.b.v. de eerste orde randcondities (k) t/m (n) wordt gevonden: 
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Q > O (k) -v Q c]A(t) = D c]B(t) 
, de 
(1) - 1 — + c,B(t) = O 
M.b.v. (2-6) wordt (2-8 b): 
= , B ( t ) - ^ ( c o - 0 
en (2-8 a) 
ClA(t) = Co - ] 
Q < 0 (m) ->• Q 
r, de 1 o 
2D dt" 
+ ClA(t) + ClB(t) 
de 
dt 
(n) -> c]B(t) = 0 
Substitutie van (2-8 _f) in (2-8 e) geeft: 
de 
- 1 
2D dt 
^ + Q c]A(t) = 0 
M.b.v. (2-7) 
ClA(t> 
^ = ,Q 
2D 
(2-8 a) 
(2-8 b) 
(2-8 e) 
(2-8 d) 
+ Dc|B(t) ... (2-8 e) 
(2-8 f) 
(2-8 g) 
Substitutie van (2-8 £), (2-8 d), (2-8 f) en (2-8 g) in (2-8) tenslotte 
geeft de Ie orde oplossing. Deze wordt dan met gebruikmaken van (2-6): 
Ie orde oplossing 
Q > 0 e (x,t) = (c - 1) + £ (c - 1) x - § . f- . (7 - 1) 
1 o
 ïï o ïï 2 o 
of 
Cj(x,t) = (co - 1) + 5 (co - l)(x - \ x2) (2-9) 
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Q < O c,(x,t) = (5- - l)(c - c ) - S_ . (c - c ) . x2 (2-10) 
1
 2D U ° 2D U ° 
2.5. Volledige oplossing tot op eerste orde 
Volledige dimensieloze oplossing tot op Ie orde 
Gesteld was c(x,t) = c (x,t) + e c (x,t) + 0(e ). 
Met de gevonden nulde- en Ie orde oplossing wordt dit: 
Q > 0 c(x,t) = c (t) + e(c - 1) + e ^ ( c - 1)(x - \ x2) (2-11) 
Q < 0 cT(x,"t) = c (F) + e(ß- - l)(c - c ) - e S- (c - c" ) . x2 .. (2-12) 
2D u ° 2D U ° 
Dimensievolle oplossing tot op Ie orde 
(2-11) gaat dimensievol geschreven over in: 
Q > 0 c ( x , t ) = c ( t ) + e(c - c . ) + - £ - (c - c . ) . x (L - Jx) (2-13) 
O O l ALD O 1 
waarbi j
 1 
- yfQdt 
c ( t ) = c . + 3 c. e (2-14) 
O i l 
Als beginvoorwaarde b i j (2-13) en (2-14) wordt ge s t e ld dat op 
t = 0 -> { Q = 0 
c = c . , de minimumconcentratie die in het proces optreedt. 
min r r 
N.B . : Uit (2-13) b l i j k t dat e r voor Q = 0 een voor a l l e x cons tan te concen-
t r a t i e b e s t a a t . 
t = 0 -> c = c + e(c - c . ) 
o o i 
= c . + 9> c + e ( c . + ß c . - c . ) 
ï ï i ï i 
= c . + 3 c . + e ß c . = c . 
i l ï m m 
c . - c . 
m i n
 L (2-15) 
c . ( l + e) U ; 
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dus 
c . - c. - i / Q d t 
c ( t ) = c. + -H22 i e * 
1
 (1 + e) 
(2-16) 
en na enig schrijfwerk 
c(x,t) = c. + (c . 1 m m 
/Qdt 
c. ) e 
1 
c . - c. - i/Qdt
 0 
+ m i n J- e v _S 
(1
 + e) ' V D 
7^ • x(L - ix) 
(2-17) 
N.B. De factor e blijkt tegen de verwachting in, in de oplossing aanwezig. 
Het zal echter aangetoond worden dat e verwaarloosd mag worden, omdat 
2 door de aanwezigheid van e een term gecreëerd wordt van 0(e ), terwijl 
de oplossing slechts tot op Ie orde nauwkeurig bepaald is. Alle hogere 
termen geven dus een schijnnauwkeurigheid, en zijn verwaarloosbaar. Om 
dit in te zien, moet van de laatste term weer even een deel dimensie-
loos geschreven worden. 
1 
1 + e ' ALD x(L - ix) = 1 + e (x - i x
2) (2-18) 
D 
1 + e 
= 1 - e + 0(e ) 
dus (2-18) wordt 
(1 - E + 0(e) e . — . (x - 5 x ) 
e . * (x - i -2N 2 j x ) - e 
l 
f (x - ! x ) + 0(eJ) 
D 
(2-19) 
V 
verwaarloosbaar 
J 
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. 2 
Er blijkt een term aanwezig van 0(e ) die verwaarloosbaar is, omdat de op-
lossing slechts tot op 0(e) bepaald was. In (2-17) mag e dus geschrapt wor-
den. 
Dus: 
-^r/Qdt -I/Qdt 
Q > 0 + c(x,t) = c.
 + (cm.n-c.) e +(0^-0.) e . ^  . x(L - Jx) 
(2-20) 
Dit resultaat (2-20) was ook verkregen, indien bij de dimensieloze oplossing 
tot op Ie orde de termen die slechts tijdsafhankelijk zijn, samen waren 
gebracht in één term c (t). In dat geval was in (2-11) de term e(c - 1) ver-
o o 
dwenen en was op hetzelfde eindresultaat uitgekomen. De reden dat eerst e 
is meegenomen is dat het inzicht in de asymptotische rekentechniek er dui-
delijk door vergroot wordt. 
Op analoge wijze kan aangetoond worden dat (2-12) geschreven mag worden als 
Q < 0 -»• c(x,t) = "c (t) - e ^  . (c - c ) . \ x2 (2-21) 
dimensievol : 
Q < 0 -* c(x,t) = c (t) + ^ r (c - c ) . i 
VD v o 
beginconditie t = T •> 
2 X 
< 
' Q - O 
c = c , de maximum concentratie die optreedt, 
v max r 
Uit de randcondities wordt afgeleid dat 
- i /Vq/dt 
c (t) = c + (c - c ) e (2-22) 
o u max u 
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Resumerend: 
Q >, O 
O < t < T 
+ fe fc (t) - c ] c ( x , t ) = c Q ( t )  ^ | c Q ( t ) - c £ . x . (L - i x ) . - . ( 2 - 2 3 ) 
met c ( t ) = c . - ( c . - c . ) e 
o 1 1 min 
1 ft „ , 
(2-24) 
Q £ 0 c 
T < t < 2T 
( x
'
t } = C o ( t ) + W c ( t ) - c o u ix 
met c ( t ) = c + (c - c ) e 
o u max u 
" V T ^ l Q l d t 
. . . ( 2 - 2 5 ) 
. . . ( 2 - 2 6 ) 
N.B. c. is constant verondersteld voor Q > 0. 
ï 
c is constant verondersteld voor Q < 0. 
u 
Q mag variabel zijn. 
Enige interessante betrekkingen kunnen uit het voorgaande afgeleid worden. 
1 fT „ , 
- - ƒ Qdt 
(2-24) -*- c. - (c. - c . ) e = c 
1 1 m m max 
V * (c.-c ) = (c. - c . ) e , waarbij Q de totale ï max ï m m ' J x 
inlaat voorstelt over 
de periode 0 - T. 
c.-c ï max 
c. - c . 
ï m m 
= e 
v 
In 
c.-c * 
1 max _ Q_ 
c. - c . V 
ï m m 
Q - Ir, 
— - In 
c. - c . 
ï min 
c.-c ï max 
(2-27) 
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( 2 - 2 6 ) c + ( c - c ) e = c . 
u max u mm 
- i / 2 T | Q | d t c . - c V T ' ' min u 
c - c 
max u 
** 
c . - c 
m m u 
c - c 
max u 
** Q = uitlaat over de periode T - 2T 
^** c - c Q - max u 
^r- = In V c . - c 
m m u 
(2-28) 
Voorts dient nog opgemerkt te worden dat uit (2-23) en (2-25) blijkt dat 
voor Q = 0 een gelijke concentratie voor elke x bestaat: 
op t = 0, 2T -*- c = c 
m m 
op t = T c = c 
max 
2.6. Bepaling van de dispersiecoëfficiënt 
Definieer de volgende functie: 
o
2
 = f f1 {c(x,t) - c (t)}2 dx 
i-j o 
(2-29) 
Hierin stelt c (t) de plaatsgemiddelde waarde voor, af te leiden uit (2-23) 
2 
of (2-25). De functie a geeft de spreiding aan in de chloridegehalten en 
2 is derhalve ook een maatstaf voor de dispersie. Indien a = 0, dan houdt 
dit in dat overal hetzelfde chloridegehalte aanwezig is en er dus een homo-
gene menging bestaat, m.a.w. D -> °°. 
Voor Q > 0: 
f 2 1 I I ,. Q ° - L of 1Co(t) + VD co(t) - c. x.(L - £x) ' t c (t) - (c. - c (t) O 1 o QL 2-n2 3VD dx 
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Na enig schrijfwerk: 
2
 f ,,u2 Q 2 1 X ,. _ ,2 1 T2,2 , 
a = (c. - co(t)) . (—) . - of (xL - ix - g L ) dx 
1
 T5 Voor de waarde van de bepaalde integraal wordt gevonden: y=- L 
Dus 
0
 • 45 L * W {ci - Co(t)} (2-30) 
2 2 
QL
 A „ ,„, QL c(,c; = cQVt; -
= ^ 
c(t) - co(t) 
Ci 3VD 
[,+^J 
r. • ^ 3VD 
* Ml 
+ c vi 
o '
;
 3VD 
QL2 
i 3VD i i 
- c. 
i 3VD 
+ c. 
i 
en dus 
c. - co(t) 
c£ - c(t) 
1 + QL 3VD 
(2-31) 
Substitutie van (2-31) in (2-30) geeft 
o = I fQLV 5 K3VDJ 
c i - c ( t ) 
1 + QL 3VD 
(2-32) 
Stel ~=- = a (dimensieloos) (2-33) 
dan wordt (2-32) 
2 1 a 
5 ( l + a ) 2 1 
{c, - c(t)}2 
5a 
Y
 2 (1 + a) Z {c. - c(t)}' 
(2-34) 
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5CT2 Stel — j = p (dimensieloos) (2-35) 
(c. - c(t))Z 
dan wordt (2-34) 
2 2 
a = p(l + a) 
2 2 
a = p ( l + 2 a + a ) 
2 (p - l)a + 2pa + p = 0 
a • "P ± ft (2-36) 
P - 1 
Voor Q > 0 geldt als eis dat a > 0 moet zijn. 
Dit houdt in dat de enige mogelijke oplossing van (2-36) is: 
a = p + /p met 0 < p < 1 (2-37) 
Uit (2-35), (2-37) en (2-33) kan de dispersie coëfficiënt afgeleid worden, 
2 
mits a en Q bepaald kunnen worden. 
2 
Voor a kan de variantie van de 10 discrete meetpunten als schatter ge-
bruikt worden, omdat deze meetpunten redelijk homogeen over het meer ver-
deeld zijn. Men moet hierbij bedenken dat de variantie in de waarnemingen 
niet alleen een gevolg is van dispersie-effecten, maar ook van meetfouten. 
De variantie t.g.v. alleen de dispersie ligt dus altijd iets lager dan de 
berekende variantie. 
Voor het debiet Q kan langs een andere weg een schatting gedaan worden. 
Zie hiervoor § 2.7. 
Met de in deze paragraaf aangegeven methode zijn de chloridegehalten van 
het Tjeukemeer voor de zomerperiode in 1971 beschouwd. Voor de horizontale 
2 dispersiecoëfficiënt werd een gemiddelde waarde gevonden van 4,6 m /s 
2 
ofwel 0,4 km /dag. 
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2.7. Het analytische dispersiemodel in relatie tot het model van 
instantane menging 
2.7.1. Het -instantane mengingsmodel 
Bij vragen t.a.v. waterkwaliteit, verblijftijden, etc. wordt veelvuldig 
van het model van zg. instantane menging gebruik gemaakt. Hierbij wordt 
aangenomen dat een hoeveelheid stof die in een reservoir binnenkomt zich 
ogenblikkelijk homogeen over dat reservoir verdeelt. Als er tevens een 
uitgaand debiet bestaat, dan is de concentratie van de stof hierin ge-
lijk aan die in het reservoir (figuur 3.3). 
Per periode At kan de chloridebalans voor het reservoir opgesteld worden. 
q. . c. . At = V -P . At + q . c . At (2-38) 
1 1 8t u 
q. . At . = Q. (= inlaat over periode At) 
ï in 
q . At = Q . (= uitlaat over periode At) 
u uit 
3t . At = verandering van de chlorideconcentratie gedurende At 
= c(t2) - c(tj) 
Bij het opstellen van deze chloridebalans is aangenomen dat het reser-
voir volume constant blijft. Dit houdt in dat moet gelden Q. = Q . . 
J ö
 m uit 
Indien als benaderende waarde voor c het gemiddelde genomen wordt van 
de waarde op t en t., dan gaat (2-38) over in 
c(t ) + c(t ) 
Q . c. = V {c(t2) - c(tj)} + Q { l—j — } 
ofwel 
,
 t-t2 c(t ) - c(t ) 
T ^ "-.t-Uctt,)*.^) <2"39) 
Formule (2-39) is gebruikt bij de bepaling van Q in paragraaf 2.6. 
Het aldus bepaalde wekelijks instroomdebiet voor 1971 is weergegeven in 
figuur 3.5. 
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2.7.2. Overeenkomst tussen het analytisch dispevsiemodel en het model van 
instantane menging 
De volgende Taylorreeksontwikkeling kan opgesteld worden [4J 
ln(l +1) = ^ V T + T+ (2_40) 
K 2K + 1
 3 ( 2 K + 1}J 
* 
(2-27) -> S_ = in 
c. - c . ï m m 
c. - c ï max 
= In {1 + } (2-41) 
c. - c 1 max 
c - c . 
max m m 
Uit (2-40) en (2-41) volgt voor K 
K = -!i J ^ (2-42) 
c - c . 
max m m 
De eerste term uit de reeksontwikkeling (2-40) wordt dan 
2K + 1 c. - c 
2 . — ï 2 Ë X - + 1 c — c . 
max mxn 
Na enig schrijfwerk gaat (2-43) over in 
(2-43) 
In" {Ci " C m i n} 'max - Cmin
 + 
C. - C C. - 5 {C . + C } 
i max ï m m max 
Het resultaat (2-44) komt in de eerste term overeen met wat gevonden is 
voor het model van instantane menging. De invloed van hogere orde termen 
in de reeksontwikkeling kan nagegaan worden. 
! / i j . U 2 2 1 
ln(1 + - ) = -_ ^ , +
 T K 2 K + 1 3 ' ( 2 K + 1 ) 3 
2 1 
+ -s—T~r - ö~rr + Ro ^ (2-45) 
(2K 1) 
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Het valt aan te tonen [4] dat indien K > 0 geldt dat 
R < 2 _ 1 
2n+l 2n + 3 * 4 R ( R + J ) ( 2 K + 1}2n+l 
Voor de som van de 2e en alle hogere orde termen geldt dus 
S ( K ) < { f - 4K(K + 0 ( 2 K + 1) } <2"46> 
Uit (2-45) en (2-46) volgt 
1 e term 
Ç(K) < 3 . 4K(K + 1) = 12K(K + 1 ) (2-47) 
C "" c o 
K = _ i ! 2 L Ä E Q / v c - c 
max mm t . 
1 
De waarde van K hangt dus af van EQ en daarmee ook van het tijdsinterval 
dat beschouwd wordt. 
Bij 2-wekelijkse tot maandelijkse tijdsintervallen is 0,2 - 0,4 een re-
delijke schatting voor —^ . 
Hieruit volgt voor K: Kft2j à 5. 
Voor K = 2{: 
Ie term
 = ]Q5 
Rl 
Dit resultaat houdt in dat bij een maandinterval de som van de resttermen 
ca. 1% van de Ie term bedraagt. Bij een kleiner interval zal dit percen-
tage minder zijn, bij een groter interval meer. 
Met het voorgaande is aangetoond dat de nauwkeurigheid van de debietsbe-
paling m.b.v. het analytische dispersiemodel nauwelijks groter is dan 
m.b.v. het model met instantane menging. 
2.8. Fysische interpretatie 
Teneinde het analytische dispersiemodel op zijn betrouwbaarheid te toet-
sen, is een simulatie uitgevoerd met de volgende gegevens: 
**• TT 
Q = Q sin(-^ r • t) (t in weken) 
met Q = 6,048 . 106 m3/week (= 10 m3/sec) 
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L = 6000 m 
7 3 
V = 3,5 . 10 m 
D = 5 m2/sec (= 3,024 . 106 m2/week) 
c. = 260 mg/liter voor 0 4 t 4 26 
c(x,0) = 61,4 mg/liter 
Deze gegevens vormen een globale benadering voor de situatie van het 
Tjeukemeer. 
Met het ontwikkelde analytische model is het concentratieverloop op de 
instroomrand c(0,t) en op de uitstroomrand c(L,t) berekend. De resulta-
ten zijn weergegeven in figuur 3.4. 
Uit figuur 3.4 blijkt dat wat betreft het analytische model de concen-
tratie op de uitstroomrand op t=0 naar beneden duikt, een minimum be-
reikt na 4 weken en vervolgens weer toeneemt. Dit alles is fysisch on-
mogelijk en derhalve niet acceptabel. 
Het kan aangetoond worden dat c(L,t) op t=0 een negatieve afgeleide 
heeft. Dit is fysisch onverklaarbaar, maar louter een gevolg van de 
asymptotische rekentechniek. Voor zeer kleine e kan het model als bena-
dering gebruikt worden. Indien niet meer opgaat dat e << 1 (dit houdt in 
dat de mengtijd niet meer klein is t.o.v. de verblijftijd of de tijd 
waarin Q van richting verandert), dan moet naar een andere aanpak gezocht 
worden. Voor de Tjeukemeersituatie is dit gebeurd in de vorm van een nu-
merieke oplossing van de diffusievergelijking (hoofdstuk 3). 
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3. NUMERIEKE OPLOSSING VAN DE DIFFUSIEVERGELIJKING 
3.1. Algemeen 
Een differentievergelijking die gehanteerd wordt als benadering van een 
differentiaalvergelijking behoort aan bepaalde voorwaarden te voldoen om 
als benadering van die differentiaalvergelijking gebruikt te worden. Deze 
voorwaarden kunnen samengevat worden onder drie begrippen: consistentie, 
stabiliteit en convergentie. Deze drie begrippen zullen hierna worden ge-
illustreerd. 
3.2. Consistentie 
Ter illustratie van het begrip consistentie wordt uitgegaan van de zg. ki-
nematische golfvergelijking 
^ + u | ï = 0 (3-1) 
öt 3x 
De variabele t stelt de tijd voor, x de plaats (ééndimensionaal) en c een 
grootheid afhankelijk van plaats en tijd, b.v. de concentratie van een of 
andere stof. De variabele u stelt de stroomsnelheid voor en wordt voorlopig 
constant verondersteld. 
Als benadering voor de partiële differentiaalvergelijking wordt de volgende 
differentievergelijking opgesteld 
c(t + At) - c(t) c(x + Ax) - c(x - Ax)
 = 
At 2Ax *• ' 
Het "rekenmolecuul" behorende bij (3-2) is weergegeven in fig. 3.1. 
Deze methode wordt de FTCS-methode genoemd (Forward Time/Centered Space), 
hetgeen voor zichzelf spreekt. 
Dit is een expliciet schema. Uit drie bekende punten i-1, i en i+1 op tijds-
niveau n, wordt één onbekende (i, n+1) op tijdsniveau n+1 afgeleid. 
Vergelijking (3-2) wordt in een kortere notatie geschreven als 
n+1 n n n 
c. - c . c . - c . . 
1 1 . 1+1 1-1 _ „ / ^ o ^ 
r- + u — = 0 (3-2a) 
At 2Ax ' 
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Om te bekijken hoe goed de differentie benadering overeenkomt met de diffe-
rentiaalvergelijking, worden alle termen van (3-2) in een Taylorreeks ont-
wikkeld. 
2 2 
c(t + At) = c(t) + At |£ + ( A ^ -5-4 + 0(At3) 0 = symbool voor 
° t z . / -3t o r d e g r o o t t e 
c ( t + At) - c ( t )
 = 3c + j A t l ! c + 0 ( A t 2 ) ( 3 _ 3 ) 
At 3t
 9 fcz 
2 2 3 
/ J _ A N / \ . « 3 c ^ A x 3 c , 1 . 3 3 c : „ , . 4 . / o / \ 
c ( x + Ax) = c ( x ) + Ax — + —^ 5- + T A X — ^ + 0(Ax ) ( 3 - 4 ) 3x l l o 3 3x 3c 
2 2 3 / « \ / \
 A 3 c ^ A x 3 c 1 3 3 c . 4. / 0 cv c(x - Ax) = c(x) - Ax —- + — =- - T A X —=• + 0(Ax ) (3-5) 3x l - / o „ J 3x 3c 
(3-5) aftrekken van (3-4) geeft 
3 
c(x + Ax) - c(x - Ax) = 2Ax |£ + \ Ax3 -2-| + 0(Ax5) 
3X J
 3c 
delen door 2Ax en vermenigvuldigen met u geeft 
3 
c(x + Ax) - c(x - Ax) 3c 1 2 3 c ^  -,4 4. . ,. 
u + _ u A x + u 0 ( A x ) (3-6) 
3c 
Optellen van (3-3) en (3-6) geeft 
c ( t + At) - c ( t ) c ( x + Ax) - c ( x - Ax)
 = 
At U 2Ax 
^
c
 A 3c . 1 , „ 3 c 1 4 2 3 c n , 2 A 4 . ,_ _x 
3t + U " 3 Ï Ï + { 2 A t ~ T + 6 U A X — 3 } + ° ( A t ' A X } ( 3 _ 7 ) 
31 oC 
Een vergelijking tussen (3-7) en (3-1) laat zien dat het verschil tussen 
de differentiaalvergelijking en de benaderende differentievergelijking 
dus zit in de termen 
2 3 
U At -5-4 + T u Ax2 -5-4 } + 0(Ax\ At2) (3-8) 
3t2 6 3x3 
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Deze uitdrukking (3-8) wordt de afbreekfout genoemd. Als Äx en At •* 0, 
2 "3 
dan gaat de afbreekfout ook naar nul (als de afgeleiden —^- en —=y zich 
3t2
 9 x
3 
tenminste netjes gedragen). Deze eigenschap wordt consistentie genoemd. 
Populair gezegd betekent consistentie dus dat in de limietovergang voor 
At en Ax -> 0 inderdaad die differentiaalvergelijking wordt opgelost waar-
voor het differentieschema is opgezet. 
3.3. Stabiliteit 
Door aan (3-1) een diffusieterm toe te voegen ontstaat wederom de convectie-
diffusievergelijking 
dX 
32c Een benadering voor — j gaat als volgt: 
8x 
c(x + Ax) en c(x - Ax) kunnen in een Taylorreeks ontwikkeld worden (zie 
vergelijkingen (3-4) en (3-5)). 
Optelling van (3-4) en (3-5) geeft 
2 
c(x + Ax) + c(x - Ax) = 2 c(x) + Ax — j + 0(Ax ) 
8x 
c(x
 + Ax) - 2 c(x) H- c(x - Ax) = ^ c + ^ ^ (3_]()) 
Ax 3x 
Substitutie van (3-10) in (3-9) geeft met (3-7) de FTCS-methode voor de 
convectie-diffusievergelijking 
c(t+At) - c(t) c(x+Ax) - c(x-Ax) _ c(x+Ax) - 2c(x) + c(x-Ax) _ 
At U 2Ax 2 U 
Ax 
(3-11) 
Voor dit expliciete schema (3-11) is de effectief opgeloste vergelijking 
(zie (3-7)) dus 
|£+u|£-Di!c+^i^c + 0 ( A x2 A t2 = 0 
9t 8x
 9x2 2 8t2 
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Voor At, Ax -*• 0 is (3-12) consistent met (3-9). Maar laat voor At > 0 de 
hogere orde termen vervallen en (3-12) gaat over in 
2 2 
At 3 c „ 3 c 9c 9c _ . . 
y - 2 - D 7 T + ÏF + u ^ - ° ( 3 _ , 3 ) 
dt dX 
delen door D 
2 2 
• At. 9 c 9 c . 1 3c u 9c _
 f . (2D} — 2 " T T + D - 3 T + D ^ - ° (3_14) 
3t 3x 
In Appendix A wordt het een en ander uiteengezet over de methode der ka-
rakteristieken bij hyperbolische differentiaalvergelijkingen. Daaruit 
blijkt dat vergelijking (3-13) een hyperbolisch karakter vertoont. De ka-
rakteristieken worden voor (3-13) gegeven door — = ± / — . Deze karakte-
ristieken bepalen het invloedsgebied van een willekeurig punt P(x,t). 
De eindige differentievergelijking (3-11) vertoont ook een invloedsgebied. 
Elk nieuw berekend punt c. hangt nl. af van voorgaande waarden in aan-
grenzende punten c. . Dus elke waarde c. plant zijn effect voort naar 
aangrenzende punten op het volgende tijdsniveau. Het invloedsgebied van 
de eindige differentievergelijking 
teristieke lijnen met een helling 
king (3-11) wordt dus begrensd door de karak-
At 
Ax ' 
In fig. (3.2) zijn 2 situaties getekend. In het ene geval liggen de karak-
teristieken PA en PF door punt P die horen bij de hyperbolische differen-
tiaalvergelijking (3-14) buiten het invloedsgebied (aangegeven met kruis-
jes) dat hoort bij de eindige differentievergelijking. In het andere ge-
val liggen deze karakteristieken er binnen (PC en PD). Aannemende dat ze 
er buiten liggen betekent dit voor de exacte oplossing van (3-14) dat een 
verstoring op het stukje AB of EF merkbaar is in het punt P. Bij de eindi-
ge differentieoplossing echter, is deze verstoring niet merkbaar, omdat 
slechts verstoringen op het interval BE in P merkbaar zijn. Deze situatie 
geeft derhalve aanleiding tot instabiliteit in de oplossing. 
Indien de karakteristieken van (3-14) echter binnen de numerieke ka-
rakteristieken liggen (PC en PD) kan aangetoond worden dat het effect op P 
van verstoringen op BC of DE naar nul gaat indien Ax. At -* 0. 
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Deze conditie voor stabiliteit is genoemd naar Courant, Friedrichs en Lewy. 
Dit stabiliteitscriterium wordt gewoonlijk omschreven door te zeggen dat 
het numerieke invloedsgebied van de differentievergelijking (3-11) het in-
vloedsgebied van de differentiaalvergelijking (3-14) moet omsluiten. M.a.w. 
de voortplantingssnelheid van een verstoring in het eindig differentiedomein 
moet groter zijn dan of gelijk aan de voortplantingssnelheid in het conti-
nu domein. 
Voor fig. (3.2) betekent dit: 
tg Y 4 tg a 
è± < /Ai 
Ax = 2D 
of wel 
At <. i Ax 
= ' D 
(3-15) 
Uit deze stabiliteitsanalyse van Hirt volgt dus een bovengrens voor At, 
die onafhankelijk is van de stroomsnelheid u. 
Om een ander noodzakelijk stabiliteitscriterium te vinden moet in verge-
.. . 9^ c 
lijkmg (3-13) de term — ^ nader onderzocht worden. Hiertoe moet in de 
.?t2 
oorspronkelijke vergelijking (3-9) naar t gedifferentieerd worden. 
3c 3c
 A _ 32c ir- = - u — + D — r r 3t 3x . l 3x 
(3-16) 
2 2 3 3 c 3 c , _ 3 c 
— Ö = - u . - + D 
3t 3x3t 3x23t 
De volgorde van differentiatie mag verwisseld worden, dus 
2 2 
3 c _ 3 .3c. _,_ _. 3 ,3c. 
— - "
 u
 3Î (ÏF } + D TT ( 3t> 3t 3x 
(3-17) 
Wordt hierin voor — gesubstitueerd uit (3-16), dan 
at 
? 
3 c 
^<-2 3t 
3 
- U -r— 
3x 
2 n 
3c _, 3 c 
- U -r— + D ~ 
3x . 2 3x J 
2 
r> 3 
+ D — s -
. 2 3x 8 x 3x 2 
(3-18) 
2 2 3 4 3 c _ 2 3 c . _ 3 c
 M n 2 3 c 7T = U ;7 - 2 U D 7T + D T 
3t 3x 3x~ 3x 
(3-19) 
- 32 -
Substitutie van (3-19) in (3-13) geeft 
|f+u|£-(D-4i,^-uD4t^ + 4l^=0 (3-20, 
8x 9x 3x 
Verwaarlozing van de hogere orde afgeleiden geeft 
| £ + u ^ - D if^-O (3-21) 
dt 9x e . 2 
dX 
Hierin stelt D de effectieve diffusiecoëfficiënt voor. 
e 
2 
D = D - ü-^. (3-22) 
e 2 
De fysische eigenschap van een diffusiecoëfficiënt is dat hierdoor versto-
ringen in c afgevlakt worden. Door de diffusie is er altijd een streven 
naar een uniforme verdeling van c. 
Wiskundig betekent dit dat een diffusiecoëfficiënt nooit negatief kan zijn. 
Thermodynamisch gezien houdt dit in dat warmtetransport niet van een koud 
element naar een warm element kan plaatsvinden. Dat is een fysische onmo-
gelijkheid. Er moet dus gelden dat D > 0 is, ofwel 
At < ™ (3-23) 
u 
De voorwaarden (3-15) en (3-23) die uit de stabiliteitsanalyse van Hirt 
volgen, zijn noodzakelijk maar niet voldoende. Er bestaan meerdere metho-
den van stabiliteitsanalyse, o.a. die van Von Neumann [_}} • Deze methode 
is formeler en ter illustratie minder geschikt. Uit deze methode volgt 
wel nog een andere stabiliteitseis, nl. die van de limiet op het zogenaam-
de cel Reynolds getal — — . 
^ < 2 (3-24) 
Voor de afleiding hiervan wordt verwezen naar [l]. 
Deze eis geeft een bovengrens voor Ax onafhankelijk van At. (3-15), (3-23) 
en (3-24) tesamen zijn noodzakelijk en voldoende voorwaarden voor de stabi-
liteit van het expliciete differentieschema (3-11). 
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Resumerend: 
.„ 1 Äx 
At < 2D 
uAx ^ _ 
c. ——- < 2 
Noodzakelijk en voldoende voor-
waarden t.b.v. stabiliteit 
(3-25) 
3.4. Convergentie 
Stel dat C de exacte oplossing is van de convectie-diffusievergelijking en 
c de exacte oplossing van de eindige differentievergelijking die gebruikt 
wordt om de partiële differentiaalvergelijking te benaderen. 
De eindige differentievergelijking heet convergent indien c -* C op een vast 
punt, of langs een gefixeerd tijdsniveau, als Ax en At -* 0. 
Het verschil (C - c) wordt de discretisatiefout genoemd en zal op elk punt 
in het (x,t)-net afhangen van de maaslengten Ax en At en van het aantal 
termen dat in de eindige differentiebenadering wordt meegenomen om de af-
geleiden te benaderen. 
De discretisatiefout kan in het algemeen verkleind en daarmee de nauw-
keurigheid van de oplossing vergroot worden door Ax en At te verkleinen. 
Deze verbetering wordt echter door twee dingen begrensd. In de eerste plaats 
brengt het meer computerkosten met zich mee en in de tweede plaats wordt 
het aantal afrondingsfouten dat door de computer gemaakt wordt groter, om-
dat meer berekeningen worden uitgevoerd. Dit laatste verschijnsel kan er 
zelfs toe leiden dat bij verkleining van Ax en At de benaderende oplossing 
weer verder van de exacte oplossing weg gaat lopen. Afrondingsfouten, die 
nu eenmaal bij elke berekening gemaakt worden, kunnen immers niet naar nul 
convergeren als Ax, At -> 0. 
In het algemeen is het aantonen van convergentie een bijzonder moeilijke 
zaak. Van fundamenteel belang is het equivalentie theorema van Lax, dat 
stelt dat voor een consistent eindig differentieschema, stabiliteit een 
noodzakelijke en voldoende voorwaarde is om convergentie te garanderen, 
althans voor een lineair systeem van vergelijkingen. Deze stelling bete-
kent dat in veel gevallen convergentie dus indirect kan worden aangetoond. 
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3.5. Kunstmatige diffusie 
Bij de stabiliteitsanalyse van Hirt (§ 3.3) is reeds gebleken dat door 
toepassing van het expliciete differentieschema (3-11) een extra diffusie-
term geïntroduceerd wordt. Om stabiliteit van het rekenschema te garande-
ren mocht deze kunstmatige diffusie niet groter zijn dan de diffusie van 
het fysisch proces. 
Om vergelijking (3-11) als benadering van vergelijking (3-9) te gebruiken 
zal echter de kunstmatige diffusieterm klein moeten zijn t.o.v. de werke-
lijk aanwezige diffusie, omdat anders de fysische realiteit geheel verlo-
ren gaat. M.a.w. er moet gelden dat 
^ « D (3-26) 
2 
of ^ « 1 (3-27) 
u2A 
Bij de werkelijke berekening via de computer kan voor de term een 
bovengrens, b.v. 0.01 aangehouden worden, een en ander afhankelijk voor 
de nauwkeurigheid die in D gewenst wordt. 
3.6. Randvoorwaarden 
In de vorige paragrafen is aangetoond dat de convectie-diffusievergelijking 
(3-9) opgelost kan worden d.m.v. een expliciet rekenschema, rekening hou-
dend met bepaalde stabiliteitscriteria en een zg. kunstmatige diffusie. 
Rekenschema: 
c(t+At) - c(t) c(x+Ax) - c(x-Ax) _ c(x+Ax) - 2c(x) + c(x-Ax) _ 
At U 2Ax 2 U 
Ax 
(3-11) 
stabiliteitscriteria: 
At <IA2L.
 ( 3 _ 1 5 ) 
D 
2D At < ±j (3-23) 
u 
2D Ax 4 — (3-24) 
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eis t.a.v. kunstmatige diffusie: 
2A 
u At 
2D « 1 (3-26) 
Om tot een volledige oplossing te komen, is het noodzakelijk om over een 
begin- en twee randvoorwaarden te beschikken. Voor de situatie waarvoor 
het model is opgezet wordt nogmaals verwezen naar fig. 2.1. 
Bij de numerieke berekening is ervan uitgegaan dat Q slechts één kant op 
stroomt, dus Q > 0. 
Als randvoorwaarden kunnen dezelfde voorwaarden gehanteerd worden als bij 
het analytische model, ni. de voorwaarden (a) en (b) uit 2.1. 
j - • c. = u c _ - D(—) A ï x=0 9x x=0 (a) 
continuïteit in massatransport op x=0 
u . c = f . c - D(—) 
x=L A u 3x x=L 
continuïteit in massatransport op x=L 
Hierbii was aangenomen dat c
 T = c , waaruit volgt dat J ö
 x=L u 
(£)
 T = o 
dx x=L 
— (b) 
Deze randvoorwaarden (a) en (b) dienen "vertaald" te worden in numerieke 
randvoorwaarden. Dit gebeurt het eenvoudigst voor (b): 
m.b.v. Taylorreeksontwikkeling wordt voor de rand x=L gevonden: 
c(L - Ax) = c(L) - Ax _9c 3x Ax 
2 92c 
x=L 9x 
+ 0(Ax ) (3-27) 
x=L 
c(L - 2Ax) = c(L) - 2Ax 3x i(2Ax) 
2 32c 
x=L 9x 
+ 0(Ax ) (3-28) 
x=L 
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Vermenigvuldig (3-27) met 4 en (3-28) met -1 en tel de vergelijkingen daar-
na op. Dit resulteert in 
4c(L - Ax) - c(L - 2Ax) = 3c(L) - 2Ax |£ + 0(Ax ) 
x=L 
Randvoorwaarde (b) : — = 0 substitueer in (3-29) -> 
x=L 
(3-29) 
* c(L) = -j {4c(L - Ax) - c(L - 2Ax)} (3-30) 
Randvoorwaarde (a) wordt als volgt "vertaald": 
m.b.v. Taylorreeksontwikkeling wordt voor de rand x=0 gevonden: 
c(0 + Ax) = c(0) + Ax de 
9x 
2 2 
Ax 9 c 
2 2 
x=0 9x 
+ 0(Ax ) 
x=0 
(3-31) 
c(0 + 2Ax) = c(0) + 2Ax |£ + l2 (2Ax) 2 9
2c 
x=0 9x 
+ 0(Ax ) (3-32) 
x=0 
Vermenigvuldiging van (3-31) met 4 en (3-32) met -1 geeft na optelling 
4c(0 + Ax) - c(0 + 2Ax) = 3c(0) + 2Ax _9c 
9x 
(3-33) 
x=0 
Uit randvoorwaarde (a) volgt: 
uc. = u c
 n
- D - r — ï x=0 9x 
x=0 
_9c 
9x 
x=0 
= — {u c - u c . } 
D x=0 ï (3-34) 
Substitutie van (3-34) in (3-33) geeft na enig schrijfwerk voor x=0 
x=0 
1 2uc. Ax 
3 + 2uAx 
} . { 4c(Ax) - c(2Ax) + ï=-— } (3-35) 
De noodzakelijke beginvoorwaarde in het numerieke rekenschema is dat op 
t=0 de concentratie voor alle x bekend moet zijn. 
Voor het ontwikkelde numerieke model is een computerprogramma geschreven, 
waarmee de chloride gegevens van het Tjeukemeer in het jaar 1971 onderzocht 
zijn. De resultaten hiervan zijn gegeven in § 3.7. 
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3.7. Resultaten 
Met het ontwikkelde numerieke model is het toetsprobleem uit § 2.8. opnieuw 
onderzocht. De resultaten van deze simulatie zijn ingetekend op figuur 3.4. 
Hieruit blijken geen fysische argumenten om het model te verwerpen. Vervol-
gens zijn de werkelijke chloridegegevens van het Tjeukemeer uit 1971 gemo-
delleerd. 
Het jaar 1971 heeft gedurende de zomer een vrij gestage instroming van 
IJsselmeerwater in het Tjeukemeer te zien gegeven. Slechts gedurende de 
periode 8 - 22 juni is er ten gevolge van een neerslag-overschot een tij-
delijke terugstroming in het meer opgetreden. Dit betekent dat de opge-
stelde randvoorwaarden in die periode niet gebruikt mogen worden, want 
er is gesteld Q ^  0. Dientengevolge is de calibratie van de diffusiecoëf-
ficiënt D uitgevoerd voor twee gescheiden perioden, nl. 6 april - 8 juni 
en 22 juni - 14 september, hierna te noemen periode I en II. 
Aangezien in het model de complexe geometrie van het meer geschematiseerd 
wordt tot een rechte bak van een bepaald volume V en lengte L, is het 
noodzakelijk een zekere representatieve lengte te kiezen voor de afstand 
van de instroomrand tot de uitstroomrand. Deze afstand is gesteld op 
5000 m. 
De diffusiecoëfficiënt is vervolgens op visuele manier geoptimaliseerd 
door de waarnemingen aan het prototype en de modelresultaten te vergelij-
ken voor verschillende waarden van D. 
In het prototype is als waarde van de chlorideconcentratie op de instroom-
rand steeds het gemiddelde van de monsterpunten 1, 4 en 5 genomen. Als 
waarde op de uitstroomrand het gemiddelde van 3, 8 en 9 (zie figuur 0.2). 
Op de beschreven wijze is de best mogelijke "fit" voor periode I verkre-
2 . 2 
gen met D = 1,2 km /dag en voor periode II met D = 0,6 km /dag. Als begin-
voorwaarde is voor periode I voor alle x een waarde van 55.0 mg Cl /liter 
genomen. Als beginvoorwaarde voor periode II is als benadering van de con-
centratieverdeling een parabolische functie genomen die op de randen de 
gemeten waarden aanneemt en bovendien op de uitstroomrand een gradiënt nul 
heeft. 
Bij een opgelegde Ax van 500 m was de nodige tijdstap At = 2 uur. 
De resultaten van het model en de waarnemingen van het Tjeukemeer zijn 
weergegeven in figuur 3.6. In deze figuur is tevens de concentratie Cl 
van de toevoer (Follegasloot) weergegeven. 
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De overeenstemming op de instroomrand tussen model en prototype is goed 
te noemen, terwijl op de uitstroomrand de afwijkingen wat groter zijn. 
Een aantal factoren waarvan de effecten niet goed bekend zijn, kan een 
rol spelen in de lagere waarde van D die voor periode II gehanteerd moet 
worden om tot een aanvaardbare overeenstemming te komen. Ëén van deze 
onzekere invloeden is met name die van de windrichting. In periode I is 
deze overwegend Noord-Oost geweest, in periode II overwegend Zuid-West. 
In het model is wegzij ging, neerslag en verdamping verwaarloosd. Dat deze 
verwaarlozing gerechtvaardigd is, wordt aangetoond in § 3.8. 
Uit de beschreven modelresultaten kan afgeleid worden dat met een gemiddel-
2 de diffusiecoëfficiënt van D = 1 km /dag de concentratieverschillen tussen 
de instroom- en uitstroomrand op acceptabele wijze beschreven worden. Ver-
2 gelijken we dit resultaat dat overeenkomt met 11,5 m /sec met de dimensio-
2 
nele schatting van 25 m /sec (§ 1.2.), dan blijkt inderdaad dezelfde orde 
van grootte. Vermenigvuldiging van de dimensionele schatting met een co-
efficiënt van ca. \ geeft een zelfde resultaat als met veel inspanning via 
een numeriek model werd verkregen. Hieruit blijkt wel dat dimensie-analyse 
een krachtig hulpmiddel kan zijn. 
Belangrijk is bovendien dat de goede overeenkomst tussen de dimensionele 
schatting en het modelresultaat een ondersteuning is voor het kiezen van 
de schuifspanningssnelheid u als snelheidsschaal bij mengingsprocessen 
die door de wind veroorzaakt worden. 
3.8. Invloed van wegzij ging en verdamping 
Beschouw in eerste instantie alleen de wegzij ging en stel deze op W m/dag. 
De diepte van het meer bedraagt H m. Uit continuïteitsoverweging in de 
waterbalans van een elementair waterblokje ter hoogte H volgt dan dat 
(3-36) jlu = _ W 
3x H 
Hieruit volgt voor de snelheid als functie van x en t 
u(x,t) = u(0,t) - \ x (3-37) 
De volledige vergelijking voor de chloridebalans wordt nu 
2 3c ___ 8c _,_ 3u . W _ 3 c _
 /0 ... 
^
+ U
- 3 7 + C ^ + H C - D 7 T = 0 (3~38) 
3x 
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De 4e term is een zogenaamde "sink"-term, de hoeveelheid chloride die per 
tijdseenheid t.g.v. wegzijging verdwijnt. Omdat — = - — gaat (3-38) over 
oX H 
in 
H + " t - D 7 ! - 0 »-w 
8x 
ofwel 
| | + { u ( 0 , t ) - | x ) | £ - I , ^ | . O (3-40) 
8x 
De invloed van de verschillende termen in (3-40) kan nagegaan worden met 
-3 
een schatting van W. Stel W = 3.10 m/dag en H = 1.8 m. 
De maximale waarde van — x wordt bereikt op de uitstroomrand x = L = 5000 m. 
W 
Dit geeft - . x = 8.3 m/dag. 
H 
Als maximale waarde voor u(0,t) mag aangehouden worden u(0,t) = 150 m/dag. 
TJ Qp 3C 
De term (u(0,t) - — x} — is niet verwaarloosbaar t.o.v. D —~- indien u(0,t) 
W K groot is. In dat geval is „ x echter verwaarloosbaar t.o.v. u(0,t). H 
Indien u(0,t) klein is, is ^  x niet verwaarloosbaar t.o.v. u(0,t), maar in 
W 2 
dat geval zal de hele term {u(0,t) - — x} klein zijn t.o.v. D -ä—£ . 
9x 
Uit het voorgaande volgt dat de invloed van de wegzijging op de concentra-
tieverdeling verwaarloosbaar is. 
's Zomers zal de verdamping de neerslag overtreffen. Noem het verschil V en 
verwaarloos de wegzijging. Uit de continuïteitsvergelijking van het water 
volgt weer 
8u
 -
 v
 ex /n 
"§£- ~ H (3_41) 
en u(x,t) = u(0,t) - \ x (3-42) 
n. 
Met de verdamping verdwijnt echter geen chloride. De chloridebalans wordt 
dus 
8x 
ofwel 
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2 
—
 + {u(o,t) - H x } - a ï - H c - D 7 T - ° (3"44) 
3x 
Voor de term {u(0,t) - — x} geldt een analoog verhaal als voor de wegzij-
V ging. Alleen de invloed van de term — c moet dus afgeschat worden. 
V Als bovengrens voor — c kan geschat worden (zie figuur 3.6) 
H 
-3 
(ïï'c)™v ' ; Q° • 250 = 0,14 mg Cl"/dag (3-45) 
tl max l , o 
Dimensioneel kan D — j geïnterpreteerd worden als —y . Ac, waarin Ac het 
3x IT 
concentratieverschil tussen instroom- en uitstroomrand voorstelt, en L de 
lengte van het meer. 
Uit figuur 3.6 wordt als minimumwaarde afgelezen Ac . 10 mg Cl /liter, 
° m m 
waaruit volgt 
£ r . Ac) . — . 10 = 0,4 mg Cl~/dag (3-46) 
T l min , 
L
 25 . 106 
Uit (3-45) en (3-46) volgt dat bij de hoogste Cl concentraties van 250 
mg/liter, de verdampingsterm — c een factor 1/3 is van de diffusieterm 
92c D —=• , en in dat geval dus niet verwaarloosbaar. 
8x
 . V 
Bij kleinere c neemt de invloed van — echter meer dan evenredig af, omdat 
Ac in (3-46) daar meteen een stuk groter is (zie figuur 3.6). 
Het moet dus geconcludeerd worden dat het model nog enige correctie ver-
dient voor de periode waarin de concentratie tegen zijn maximum aanloopt. 
3.9. Vergelijking met literatuurwaarde 
In fój wordt een experimentele formule gevonden voor de horizontale diffu-
siecoëfficiënt op meren 
D, = .0056 L1'3 (D,_ in cm /sec en L in cm) (3-47) 
h h 
2 
Indien als dimensie m /sec gewenst is en voor L meters, dan gaat (3-47) 
over m 
Ï - 4
 T l , 3 Dh = 2,23 . 10 * L » [ m / s e c ] (3-48) 
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Substitutie van L = 5000 m in (3-48) geeft 
2 
D, = 14,3 m /sec 
h 
Deze waarde stemt bijzonder goed overeen met het gevonden resultaat uit 
2 
het numerieke model van 11.5 m /sec. Het verschil bedraagt slechts 20%. 
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SAMENVATTING, CONCLUSIES EN AANBEVELINGEN 
2 
Het Tjeukemeer met een oppervlak van 20 km en een gemiddelde diepte van 
1,8 m maakt deel uit van de Friese boezem. De waterbeweging in het meer 
is hierdoor seizoensafhankelijk. Uit de variatie in chlorideconcentratie 
die daar het gevolg van is kunnen debieten afgeleid worden. Uit het ver-
schil in chlorideconcentratie tussen de west- en oostkant van het meer 
kunnen uitspraken gedaan worden over de mate van menging die weergegeven 
wordt in een horizontale diffusiecoëfficiënt. Naast de hoofdstroom is de 
wind de enige drijfkracht voor menging. 
De stroming op het meer is geschematiseerd met de ééndimensionale convec-
tie-diffusievergelijking 
| £ + u | £ _ D^4= 0 (4-1) 9t 3x . 2 9x 
Het meer zelf is geschematiseerd tot een rechte bak ter lengte L en door-
snede A. 
Uit een dimensieanalyse van (4-1) volgt onder verwaarlozing van de con-
vectieve term 
D ^ U . L (4-2) 
waarin U de snelheidsschaal en L de lengteschaal van het mengingsproces 
voorstelt. Na het invoeren van karakteristieke waarden voor deze schalen 
is een dimensionele schatting verkregen van 
2 
D ^ 2 km /dag 
Voor de convectie-diffusievergelijking is een analytische oplossing ge-
zocht en gevonden met een asymptotische rekentechniek. De gevonden resul-
taten met deze benadering blijken echter fysisch niet volledig acceptabel 
te zijn, reden waarom verder onderzoek is gedaan aan een numerieke oplos-
sing van (4-1). De resultaten van deze aanpak blijken fysisch wel realis-
tisch. Het model is vervolgens toegepast op chloridegegevens uit 1971. De 
diffusiecoëfficiënt is hierbij op een visuele manier gecalibreerd. Er is 
aldus een gemiddelde waarde gevonden van 
2 
D = 1 km /dag 
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Dit resultaat stemt goed overeen met een experimentele formule uit [öj. 
Het kan geconcludeerd worden dat met het relatief eenvoudige ééndimensio-
nale numerieke model de concentratieverschillen en -veranderingen op een 
lengteschaal ter grootte van het meer zelf bevredigend beschreven kunnen 
worden. 
De afwijkingen die blijven bestaan tussen model en prototype kunnen wel-
licht verklaard worden uit de windrichting. Dit is evenwel een moeilijk 
aantoonbare zaak. 
De relatie tussen de waterbeweging op het meer en de algenbloei hangt nauw 
samen met de verhouding tussen de tijdschaal waarop de algengroei en 
-afsterving zich afspeelt en de tijdschaal van het mengproces. Is deze 
verhouding klein t.o.v. 1, dan is de invloed van de menging op de algen-
dynamiek gering. Is de verhouding tussen de tijdschalen van orde 1 of gro-
ter, dan is een belangrijke mengingsinvloed te verwachten. 
In de winterperiode wordt voor de tijdschaal van de algengroei en -afster-
ving wel een tijdconstante van 100 dagen gehanteerd, in de zomerperiode 
10 dagen t.g.v. de hogere temperatuur. 
Indien we de diffusiecoëfficiënt dimensioneel interpreteren als 
L
2 
D * Y" (4-3) 
met T de tijdschaal van het mengingsproces, dan volgt uit de gevonden 
waarde van D een tijdschaal van 
T ^ 25 dagen. 
Een vergelijking van de tijdschaal van menging met de tijdschaal van de 
algenbloei toont aan dat de menging een belangrijke invloed - met name in 
de winter - kan hebben op de algenconcentraties. Bij een analyse van algen-
concentraties kan de hydrodynamica dus een rol spelen. 
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APPENDIX A: 
ENIGE NOTITIES OVER QUASI-LINEAIRE PARTIËLE DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN 
EN DE METHODE DER KARAKTERISTIEKEN 
Een quasi-lineaire partiële differentiaalvergelijking van de 2e orde kan als 
volgt geschreven worden 
a l 4 + b | ^ - + e ^ + f = 0 (A-l) 
9x2 9 x 9 t 9t2 
Hierin mogen a, b, e en f functies zijn van x, t, c, — en -r-, maar niet van 
r, n ry OX dt 
"à % ^ n 
de tweede afgeleiden —s- , — ^ en . De differentiaalvergelijking wordt 
l - L dXdt 
9x 9t 
dus quasi-lineair genoemd omdat a, b, e en f niet noodzakelijk constanten be-
hoeven te zijn. 
In het volgende zal aangetoond worden, dat in elk punt van het x,t-vJak 2 rich-
tingen bestaan, waarlangs de integratie van de partiële differentiaalvergelij-
king (A-l) reduceert tot de integratie van een gewone differentiaalvergelijking. 
Stel 9c 
9c 
-9T= q 
92c 
*
 2 = r 9x 
32c _ 
9x9t 
92c 
,
 2 = V 
3t 
Stel dat C een kromme is in het x,t-vlak waarop de waarden van c, p en q en de 
2e orde afgeleide r, s en v zodanig zijn, dat aan vergelijking (A-l) voldaan 
wordt. Voor de differentialen van p en q in een richting tangentieel (= rakend) 
aan C geldt: 
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dp = T-2- dx + -r^- dt = r dx + s dt 9x dt 
dq = -T— dx + S dt = s dx + v dt 
dX dt 
Uit (A-l) volgt: 
ar + bs + ev + f = 0 
(A-2) 
(A-3) 
(A-4) 
Uit (A-4) kunnen r en v geëlimineerd worden m.b.v. (A-2) en (A-3) 
/A <-.\ dp — s dt 
(A
~
2)
 "
 r
 • dx 
/A T\ dq - s dx (A-3) - v = -±— 
subst. in (A-l) 
dt , dq -« 
a -~— as -r— + bs + e -— - es -r- + f = 0 dx dx dt 
dx
dt 
vermenigvuldigen met dt dx 
dp dt _ .dt. 2 dt
 + dq dt 
dx dx dx dx dt dx es + f -5— = 0 dx 
De eerste term van (A-5) kan nul gemaakt worden door (-3—) te kiezen als oplos-
sing van de vergelijking: 
,dtv2 , ,dt, 
a (-=—) - b (-=—) + e = 0 dx dx (A-6) 
In dat geval geldt dus: 
a iE <£)
 + e iSL + f (dt) = o dx dx dx dx (A-7) 
Door -r— te kiezen volgens (A-6) reduceert de partiële differentiaalvergelijking dx 
(A-l) tot een relatie tussen de totale differentialen dp en dq. De waarden van 
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•j— die volgen uit (A-6) worden de karakteristieken genoemd. De oplossingen van 
(A-6) kunnen reëel, complex of gelijk aan elkaar zijn, afhankelijk van de waar-
2 
de van de discriminant b - 4ae : 
2 b - 4ae > 0 reële wortels -*• partiele d.v. heet hyperbolisch 
2 b - 4ae < 0 complexe wortels -> partiële d.v. heet elliptisch 
2 b - 4ae = 0 één wortel •+ partiële d.v. heet parabolisch 
Vergelijking (A-7) kan in een iets andere vorm gegoten worden: 
a (4^) dp + e dq + f dt = 0 (A-8) 
dx 
Oplossing van het hyperbolische geval. 
Stel dat de oplossingen van (A-6) gegeven worden door de functies: 
d t
 d t ,. -v 
-5— = m en -5— = n (A-9) dx dx 
Laat 1 een niet-karakteristieke kromme in het x,t-vlak zijn, waarop c, p en q 
bekend zijn. P en Q zijn punten op 1 die dicht bij elkaar liggen. De karakte-
ristieken m door P en n door Q snijden elkaar in R (figuur A.l). 
Indien PR en QR in eerste benadering als rechte lijnen beschouwd worden, kunnen 
uit (A-9) benaderende waarden van x en t voor R vastgesteld worden. M.b.v. deze 
waarden kunnen uit (A-8) benaderende waarden voor p en q gevonden worden. 
R R 
Bedenk dat (A-8) in wezen twee vergelijkingen inhoudt (voor de twee karakteris-
tieken m en n). 
Nadat p en q gevonden zijn kan een eerste benadering van c gevonden worden 
R R R 
uit de relatie 
de = |£ dx + |£ dt = p dx + q dt (A-10) 
3x 9t ^ 
Voor p en q moeten in (A-10) gemiddelde waarden over het traject PR of QR ge-
substitueerd worden, dus 
CR - cp = \ (pp + pR) (XR - xp) + \ (qp + qR) (tp - tR) (A-ll); 
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De eerste benadering van c kan verbeterd worden door in de gebruikte verge-
dt lijkingen (A-8) en (A-9) gemiddelde waarden van (-7—) te gebruiken. Bedenk dat 
dt 
— in zijn algemeenheid niet constant is, maar een functie is van x, t en c. 
De beschreven cyclus kan herhaald worden totdat een zekere gewenste graad van 
nauwkeurigheid is bereikt. 
Een belangrijk fenomeen dat uit het voorgaande volgt is, dat er blijkbaar een 
zeker invloedsgebied bestaat dat specifiek hoort bij punten op 1 die inliggen 
tussen P en Q, nl. het gebied dat omsloten wordt door de karakteristieken m en 
n en de kromme 1. De waarde van c in punten binnen dit gebied kan niet beïn-
vloed worden door punten op 1 die buiten het interval PQ liggen. 
Aangetoond kan worden (o.a. [2j) dat discontinuïteiten in de begincondities 
zich voortplanten langs de karakteristieken. Indien t de tijdsas voorstelt en 
x de plaatscoördinaat, betekent dit dat een verstoring in c op een zeker tijd-
stip zich voortplant volgens de karakteristieken -=— = m en -7— = n. 
dx 1 . De voortplantingssnelheid in de ene richting is dan -7— = — en in de andere j , dt m 
. , . dx 1 
richting -7- = - . dt n 
mgC T/liter 
fig. 0.1 Gemiddeld Cl-gehalte Tjeukemeer 
t A 
n*1 Q 
n • -
i - 1 i *1 
tig. 3.1 " Rekenmolecuul" horend bij differentievergelijking (3-2) en (3-11) 

a i 
V = 
a i = 
"u = 
C; = 
volume van het reservoir 
instromend debiet 
uitstromend debiet 
concentratie in binnenstromend water 
concentratie in het reservoir 
concentratie in uitstromend water = c 
fig. 3.3 Model van instantane menging 
